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NAHODNY POCET VLAKEN PROTINAJICICH ROVINU
TRHLINY VE VLAKNOBETONU

Random number of fibers intersecting a crack plane in
fiber-reinforced concrete

Miroslav Vo fFechovsky *, Vaclav Sadilek *

This paper derives the probabilistic distribution functions for a random
number of fibers that intersect a plane in a composite specimen reinforced
by short fibers. Fibers placed and oriented randomly in 3D space bridge
matrix cracks with a certain inclination angle and embedded length
distribution, respectively. The distribution is determined for fibers centers
that have completely homogeneous distribution inside the specimen
volume. Additionally, we derive the probability density function of a random
embedded length and fiber inclination angle to the normal of (crack) plane
for those fibers that intersect the plane.

Uvod

V pFispévku bude prezentovana pravdépodobnostni formulace geomet-
rické Ulohy, jejimz cilem je uréeni rozdéleni nahodného poctu vidken, ktera
protinaji rovinu (trhlinu) v kompozitu vyztuzeném kratkymi vlakny. Znalost
poctu vldken pfemostujicich trhlinu je dllezitd pro stanoveni celkové sily,
kterou je schopen pfenést kompozit v misté trhliny. Kromé n&ahodného po-
¢tu vldken na fezu bude stanoveno pravdépodobnostni rozdéleni ndhodné-
ho Uhlu a kotevni délky viakna.

Geometrie ndhodn & rozmist énych vladken

Pro popséni geometrie vldken uvnitf tfirozmérného vzorku kompozitu
potfebujeme pét parametrl, které jednoznacné definuji polohu a orientaci
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vlakna. Uvazujme vzorek jako kvadr o rozmérech L,, L, a L, jehoZ tézisté je
umisténo v poc¢atku soufadnic kartézského systému a jeho hrany jsou za-
rovnany ve sméru os X, y a z (viz obr. 1a). Pfedpokladame, Zze rozméry
hranolu jsou vétSi nez dvojnasobek délky vlakna ¢. Poloha kazdého vidkna
je definovana pomoci tfi soufadnic polohy stfedu vldkna a paru nezavislych
thld. Ze v8ech moznych dvojic Ghld jsme zvolili ahly ¢4 a ¢y, tj. Ghly mezi
vlaknem a pfisluSnou osou x a y (viz obr. 1c). Pfedpokladame, Ze uvnitf
kompozitu maji vlakna nahodnou polohu a orientaci, proto budeme déle s
témito péti geometrickymi parametry pracovat jako s ndhodnymi veli¢inami.

Uvazujme zcela rovnomérné umisténi stfedl vldken a jejich natoceni
bez vlivu okraji kompozitu (obr. 2). Rozdéleni Uhlu natoceni je nezavislé na
soufadnicich stfedu vlakna (x, y a z). Hustoty pravdépodobnosti Uhld ¢, a

@y jsou:

f, (¢,)=sing, pro ¢Xm<o;§>, 0 jinak (1)

f, (¢y)=%sin¢y pro ¢, 0(0; ), Ojinak )

Podobné misto ¢, mizeme uvazovat Ghel 6 rovnhomérné rozdéleny na
intervalu (0,21). Tato volba je vhodna pfi generovani simulaci na pocitaci.

Zname-li hustoty dvou nezavislych ahla, mizeme sestrojit funkci hustoty
pravdépodobnosti (PDF) stfedl vldkna. Sdruzenou hustotu pravdépodob-
nosti vSech péti nahodnych veli€in (x, y, z, ¢« a @) popisujicich polohu a
orientaci vldkna ziskdme jako soucin jejich marginalnich hustot:

1

s (x9.2.0,0,) = sm(¢x)%gn(¢y) -

LLL
Xy z

Y=

Obr. 1: a) Umisténi soufadného systému uvnit? vzorku o objemu L,L,L,.
b) Dvojice uhld natoceni vlakna pouzita pfi generovani simulaci na pocitaci.
4=t cos(y), £,=¢ sin(6) sin(gy), £,=¢ cos(6) sin(gp,) c) Uhly definujici natoceni
vlakna vzhledem k sourfadnym osam. £=¢ cos(), £,=f cos(qy), £,=f cos(¢,)
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Tato sdruzen& hustota pravdépodobnosti (3) plati pro obecnou 3D Ulo-
hu. Dale budeme uvaZovat pouze pfipad trhliny modelovany rovinou kolmou
na osu x (obr. 1a). Vtomto pfipadé, pozice y, z a Uhel ¢, neovliviiuji vy-
sledna rozdéleni. Poloha vlidkna miize byt potom popséna sdruzenou husto-
tou pravdépodobnosti dvou nahodnych veli¢in x a ¢,. Toto rozdéleni ziska-
me integraci (3) pfes vSechnay, z a ¢,. Sdruzena hustota pravdépodobnos-
ti ma potom tvar:

sn(g,)

1:><¢)X (X’ ¢x ) = (4)

Obr. 2: Vzorek kompozitu vygenerovany metodou Monte Carlo — pohled
ve sméru osy y. Rovnomérné rozmisténi stfedd vlaken — vlakna mohou
presahovat hrany.

Pravd épodobnost pr aniku vldkna s rovinou

Pro vypocet sily, kterou jsou schopna pfenést vliakna pfemostuijici trhlinu
(trhlina je uvaZovana jako rovinna plocha), musime zjistit jejich pocet. Tento
pocet k je nahodna veli¢ina. Uloha pro vypocet rozdéleni poétu vlaken K,
ktera protinaji rovinu (trhlinu), z celkového poctu vlidken n uvnitf kompozitu
Ize zjednoduSit na vypocet pravdépodobnosti prlniku jednoho vlakna
s rovinou. Jakmile zname tuto pravdépodobnost p pro urcitou polohu roviny,
muZeme pouzit binomické rozdéleni pro pocet protnutych vliaken k uvnitf
kompozitu. Pravdépodobnost protnuti vlakna je ziskana jako ¢ast celkové
jednotkové pravdépodobnosti vSech moznych poloh viakna a je vypocétena
jako integral pfes vSechny mozné konfigurace s vhodnou indikatorovou
funkci 1(x), ktera indikuje prinik vlakna. Déale je uvazovano umisténi roviny
v pocatku soufadného systému x = 0. Primét vlakna do sméru soufadné
osy muzeme zapsat jako ¢ cos(¢@), potom podminka praniku vlidkna s rovi-
nou je dana vztahem:

1 1
—Efcosgﬁsxsgfcos;ﬁ (5)
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Indikatorova funkce 1,(x) vraci hodnotu 1 (pranik), pokud x je prvkem
podmnoziny A a hodnotu 0 pokud neni. Matematicky mlZe byt pouzita na-
sledujici indikatorova funkce:

1, =1, S roos(e )1 | ©

Poznamenejme, Ze je uvazovano velmi tenké vlakno a tudiz vliv jeho po-
loméru je zanedban. Dale budeme uvazovat polohu trhliny (roviny) minimal-
né na vzdalenost délky vlidkna ¢ od stény kompozitu.

Pravdépodobnost protnuti vliakna rovinou se vypocita jako:

f, (x,¢x)1A(£cos¢—|x|j dxolgp:l£ (7)
* 2 2L

— [y
—n I

p(sL)=

0
X=

-
Il

L
2

Statistiky po €tu vlaken protinajicich rovinu

Celkovy pocet vldken n uvnitf kompozitu muize byt vypocitan z objemo-
vého podilu vlidken v;, objemu jednoho vildkna V; a celkového objemu kom-
pozitu Vi

nVv / AL
vf:—‘:ﬂ = n=v,— (8)

V. AL Al
kde A je prafezova plocha jednoho vldkna a A je prifezovéa plocha kompo-
zitu Ly.L,.

Proces fezani vzorku obsahujiciho n viaken mize byt modelovan jako n
nezavislych Bernoulliho pokusu s vyslednou pravdépodobnosti Uspéchu p.
Pravdépodobnost p pruniku vlakna s rovinou byla odvozena v pfedchozi
kapitole a nabyva hodnoty z intervalu (0, 1). Nahodna veli¢ina k m& bino-
mické rozdéleni Bi(n, p). Potom funkce pravdépodobnosti poctu k ma tvar:

p, = P(K =K) :(Ej P p) ©
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Obr. 3: Histogram nadhodného poctu vliaken protinajicich rovinu trhliny.
Aproximace pomoci Binomického, Poissonova a normalniho rozdéleni.

Stfedni hodnota a rozptyl poctu vldken k protinajicich rovinu tedy jsou:

E|k|=x =np

-4 o)

D[k] =0 =np(1-p)

Toto rozdéleni mlGze byt aproximovano pomoci Poissonova rozdéleni
s parametrem A=np. Asymptoticky je mozné toto rozdéleni aproximovat
normalnim rozdélenim s parametry uvedenymi v rovnici (10) (viz obr. 3).

Geometrie vlaken protnutych rovinou

V této kapitole se budeme zabyvat rozdélenim (i) nahodného natoceni
@ a (ii) kotevni délky £, vlaken protinajicich rovinu (trhlinu) ve stfedni casti

vzorku (vzdalenost od hrany kompozitu je vétSi nez délka vlakna). Kotevni
délka je kratSi z délek premostujiciho vlakna vyskytujici se nalevo nebo
napravo od trhliny.

Hustota pravdépodobnosti thlu ¢, je ziskana integraci sdruzené hustoty
pravdépodobnosti (3) na intervalu Sy:

1 14
L@= [, (o, (Ecosqp —|x|jdx

S =(- e
2 2

Hustota pravdépodobnosti viaken ¢ protinajicich rovinu je:

(11)
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_|sin(24,) prog, D<O;]—2-[>

f, (9.)= (12)

0 jinak

Y

NejfrekventovanéjSi Uhel nato¢eni vidken pfemostujicich trhlinu je tedy 45’

Kotevni délka {, je vypocitana z dané polohy stfedu x a natoceni @,

i)
{,=max|0,———— (13)

Kotevni délka e Ve stfedni ¢asti vzorku méa rovnomérné rozdéleni na in-
tervalu (0, #/2) a hustotu pravdépodobnosti:

f.(¢,)= (14)

Sdruzena hustota pravdépodobnosti paru (¢., £z) muze byt sestrojena
jako souc€in marginalnich hustot, tj. soucin (12) a (14).

Zavery

V ¢lanku byl pfedveden postup vypoctu nahodného poctu viaken pre-
mostujicich trhlinu v kompozity vyztuzeném kratkymi vlakny a na zakladé
znamého objemového podilu viaken, tvaru vzorku a vldken. Uvedena roz-
déleni jsou dulezitd pro spravné urCeni nahodné sily pfenasené vlakny,
ktera pfemostuji trhlinu, v nahodné vyztuzeném kompozitu. Pravdépodob-
nostni vypocet této sily je uveden v [3].

Tento pfispévek byl vypracovan vramci feSeni projektu Ministerstva
Skolstvi, mladeze a télovychovy ¢. 1M06005 (CIVAK) a projektu GACR
GD103/09/H085.
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